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Resumo

Uma, ferramenta de andlise muito utilizada em diversas aplicagoes é a andlise de
regressao. Ela consiste em determinar uma funcdo que mapeia valores mensurados
em um valor alvo que tem seu significado dependente do objeto de estudo. Dentre
as ferramentas mais conhecidas estdo a regressao linear e a rede neural artificial. A
primeira tem como caracteristica principal a simplicidade e facilidade de interpre-
tacdo, que pode ser interessante para entender o funcionamento do sistema, porém
ela é restritiva quanto as relagoes que pode aproximar. Ja a segunda é conhecida
como um aproximador universal, e permite aproximar qualquer relacao dadas certas
condigoes. Porém, a rede neural ndo permite uma ficil interpretacao e é adequada
apenas quando o objetivo do estudo demanda a predicdo da variavel-alvo. Um meio
termo entre essas duas é a Regressdo Simbdlica que busca por uma expressao que
minimize o erro de aproximacdo enquanto mantém sua simplicidade. Essa técnica
geralmente utiliza uma representagao por meio de Arvore de Expressdo, que permite
representar qualquer expressao matematica, porém isso leva a um espaco de busca
que contém tanto fungdes simples como complicadas, levando a multiplos 6timos
locais indesejados. Esse projeto tem o objetivo de avancar na area de Regressao
Simbdlica através da proposta de uma representacdo de expressdes matematicas
que reduz o espaco de busca de solugoes em torno apenas das expressoes desejadas
como solucao.
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1 Introducao

A anélise de regressao compreende um [conjunto de andlises estatisticas com o

N

objetivo de explicar as relages entre varidveis mensuraveis [6]. Esse tipo de analise Os primeiros
¢é utilizado para fazer predicoes, estimativas ou entender um sistema de interesse. pardgrafos

Exemplos de uso desse tipo de analise podem ser encontrados em diversas areas introduzem o leitor
de conhecimento. Predicao de indicadores financeiros [11], anélise de mercado [1], aos conceitos basicos
comportamento social [14], andlise de performance de atletas [13], dentre outros. necessarios para o

Formalmente, podemos definir essa anélise como, dado um conjunto de amostras entendimento da
d-dimensionais X € R"*¢ 1 denominadas varidveis dependentes, e um conjunto de proposta.

escalares y € R"*!, denominadas varidveis independentes. Busca-se por uma funcio
f :x — { que aproxima a relagdo das medigoes efetuadas. Ou seja, desejamos obter
f(X) =~ y, ou equivalente, f(X) = E(y | X). A fungdo de aproximacao pode ser
definida por um modelo paramétrico ou nao-parameétrico.

Nos modelos paramétricos a funcdo de aproximagdo é pré-definida através de
pardmetros a serem ajustados, tornando-se efetivamente em f(X, ). Para esse
caso, partimos de uma forma fechada da funcio e o algoritmo de regressao ajusta
apenas o parametro 3 (que pode ser um escalar ou um vetor d-dimensional). Esse
tipo de modelo costuma ser menos custoso computacionalmente e, em alguns casos,
permitir um entendimento do sistema estudado.

Ja os modelos nao-paramétricos, a forma da funcao é estimada e adaptada em
torno das amostras mensuradas. Isso faz com que esse modelo se torne, em geral,
mais custoso computacionalmente, necessite de muitas amostras e, muitas vezes,
nao permita uma interpretacdo do modelo gerado.

Um exemplo simples de modelo paramétrico é a regressao linear, que assume

I Nesse projeto adotaremos letras maitisculas para representar matrizes, mintisculas em negrito ou Apresente as notacdes
letras gregas para vetores e mindsculas para escalares. adotadas no texto no
rodapé ou no préprio
texto, se for extensa



uma funcao paramétrica na forma:

com () representando o operador de produto interno. Esse modelo assume que a
relacdo entre as varidveis independentes e a dependente é linear, o que muitas vezes
nao é o caso. Apesar dessa suposicio simplista, esse modelo é muito utilizado por sua
facil interpretagao. O modelo torna bem claro o quanto uma variavel independente
afeta o resultado do sistema.

Um exemplo simples de modelo nao-paramétrico é a média local que simples-

mente estima o valor de y como:
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em que N(x) retorna o indice dos vizinhos de x. Basicamente, esse modelo calcula
a média dos valores mensuradas da variavel dependente em torno da vizinhanca de
X.

Nesse modelo nao temos como prever o quanto uma determinada varidvel afeta
o sistema. Além disso, para obter um erro baixo de predic¢do, é preciso obter um
numero suficiente de amostras em torno de cada x a ser avaliado.

Os modelos néo interpretéveis sdo denominados de caixa-preta, pois
eles nao explicitam a relacdo entre as varidveis independentes com a variavel depen-
dente.

Um exemplo de modelo paramétrico que é considerado caixa-preta é o Perceptron
de Multiplas Camadas (do inglés Multi-Layer Perceptron ou MLP). O MLP define
um modelo computacional baseado em grafos que permite a criacdo de modelos

paramétricos, como por exemplo:

\apresentamos uma
desvantagem dos
métodos utilizados

atualmente.
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com g(.) sendo um vetor de fungdes denominadas de funcdo de ativagao. A fungéo
de ativacao geralmente é uma fungao nao-linear com formato sigmoidal.

Esse modelo apresenta a caracteristica de um aproximador universal [4]. Dados
os valores corretos para as dimensoes de B,y e de seus valores, é possivel aproximar
qualquer funcdo salvo um erro pequeno e.

Uma outra familia de algoritmos capazes de encontrar as relagoes entre varidveis
independentes e dependente é a Regressao Simbdlica [2], geralmente representados
pelos algoritmos de Programagao Genética [5].

Na Regressao Simbdlica, tanto a forma da fungdo como os coeficientes sao ajus-
tados buscando atender dois objetivos principais: a minimizac¢do do erro de aproxi-
macdo e a maximizagao da simplicidades da fungao. O significado de simplicidade
no contexto de Regressao Simbolica se refere a facilidade de interpretagdo. Como

exemplo, vamos ver as seguintes funcoes:

3 2d z’
f(x):€+@+ﬁ (1)
J(@) = 57r216—xi7;(_7rx—> ) @
f(z) =sinzx. (3)

Assumindo que a terceira funcdo é a funcdo que gerou os dados mensurados,
as duas primeiras func¢ées podem ser consideradas aproximagoes razodveis dentro
de um determinado dominio. Se considerarmos, porém, o objetivo de interpretacao
do comportamento dos dados mensurados, a terceira fungdo é a tnica capaz de

ser lida claramente por um especialista. A simplicidade da funcdo geralmente é



Figura 1.1: Expression tree for the expression z? - (x + tany).

medida através de uma combinacao linear entre o tamanho da arvore de expressao
e o numero de func¢des nao-lineares utilizadas.

Uma arvore de expressao é uma estrutura de dados de arvore n-aria represen-
tando a funcao de aproximagao. Cada nds da arvore pode representar uma funcao,
uma, variavel ou uma constante. Os nés representando fungdes devem necessaria-
mente possuir n filhos de acordo com a aridade da fungdo. As varidveis e constantes
sdo nos folhas dessa arvore e, portanto, nés terminais. Por exemplo, a expressio
2? - (z + tany) pode ser representada como a arvore da Fig. 1.1. Nesse exemplo,
o tamanho da expressdo pode ser medida pelo niimero de nds (8) ou a altura da
arvore (3).

A 4rvore de expressao permite a representacdo de qualquer expressao mate-

mética. Seu espago de busca contém, portanto, infinitos elementos. [Embora isso

permita uma maior] flexibilidade na busca por uma solu¢do com erro minimo, por

outro lado aumenta a complexidade da busca e permite diversas solucoes alternati-
vas nao-interpretaveis, conforme exposto nas Egs. 3. Isso faz com que o processo de

busca esteja sujeito a convergéncia para étimos locais indesejados e, potencialmente

\apresentamos aqui
algumas
desvantagens do
estado-da-arte atual,
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resolver.



gerando uma solugdo tao caiza-preta quanto uma Rede Neural.

Para aliviar esse problema da complexidade do espaco de busca,
ird propdr uma nova representacdo de expressoes matemadticas restritiva, capaz de
manter certa flexibilidade quanto as expressoes que podem ser representadas, mas

eliminando expressoes consideradas complexas ou nao-interpretaveis.

[Embora um dog pontos fortes da Regressdao Simbdlica seja justamente a pos-

sibilidade em representar qualquer expressao matematica, o que permite encontrar
exatamente a funcdo geradora do sistema estudado, isso também faz com que tais
técnicas estejam sujeitas ao sobregjuste e aumenta a probabilidade em encontrar
solucbes muito mais complicadas do que realmente deveriam ser.

Uma representacao restritiva, se bem formulado, pode continuar permitindo um
poder de aproximacao alto o suficiente para representar as fun¢oes necessarias para
o entendimento de boa parte dos sistemas. Partindo do pressuposto de que grande
parte dos sistemas estudados na fisica e nas engenharias sdo descritos como expres-

soes simples [8], essa restri¢ao se torna nao sé6 justificivel como desejavel.

1.1 Objetivos Gerais e Especificos

O objetivo principal desse projeto é a proposta de uma nova representacdo de ex-

pressdes matematicas que:

e Permita a representagdo de expressdes matematicas mais flexiveis do que uma

simples relagdo linear.

e Nao permita a representacao de expressoes excessivamente complicadas como

a de uma Rede Neural.

Especificamente, podemos listas os seguintes objetivos a serem cumpridos ao

longo do projeto:

\O que eu farei para
resolver o problema

exposto acima.

\por que esse estudo

é interessante?



e Estudo sistematico de sistemas reais e as expressoes matematicas que os re-

presentam.

e Definicdo de uma forma de funcdo genérica capaz de representar a maioria

desses sistemas.

e Proposta de uma estrutura de dados computacional para essa representagao,

levando em conta as operagoes que serao realizadas nela.

e Proposta de um algoritmo de busca para encontrar a melhor expressao para

uma base de dados representando um sistema alvo de estudo.

De acordo com esses objetivos, formulamos as seguintes questoes a

serem respondidas ao longo da pesquisa: \Dependendo do

projeto, troque por
RQ1 Uma representacdo restritiva é capaz de encontrar relagoes entre variaveis de-
hipdtese.
pendentes e independentes em uma andlise de regressdo com erro minimo?

RQ2 A forma da funcdo encontrada é interpretavel?

RQ3 O algoritmo proposto apresenta um desempenho similar aos algoritmos estado-

da-arte de andlise de regressao?

2 Proposta

FEssa secdo comega com um breve resumo da literatura de Regressao Simbdlica e
formas de aliviar o problema do espaco de busca induzido pela arvore de expressao.

Em seguida, detalharemos a proposta desse projeto de pesquisa.



2.1 Programacao Genética

[0 algoritmo dd Programacao Genética tenta encontrar a forma de funcao que

minimiza o erro de aproximagio e, a0 mesmo tempo, maximiza a simplicidade da
expressao.

Esse algoritmo faz parte dos Algoritmos Evolutivos que se baseiam na teoria da
evolucao para otimizar uma populagao de solucoes. Esses algoritmos compartilham
a mesma sequéncia de passos diferenciando entre si apenas na definicdo de suas

fungoes internas. O algoritmo genérico de um Algoritmo Evolutivo esta descrito em

[Alg] 1.

\Conte uma historia
resumida da drea de
pesquisa que ird
estudar, justificando
e contextualizando

sua proposta.

\Algom'tmos devem

Algorithm 1: Algoritmo Evolutivo

input : populagao P de solugoes iniciais, quantidade de geragoes g,
funcao-objetivo de maximizacao f.
output: a melhor solucao p € P.

for g geracoes do
P’ < cruzamento(P);
P” < mutacao(P");
P < selecao(P");

return argmax,cp f (p)

ser
preferencialmente
declarativos ao invés

de imperativos.

Iniciando com uma populagdo de solugoes, geralmente criadas aleatoriamente,
repete-se por g geracoes os passos de cruzamento, em que duas ou mais solugdes sdo
combinadas para gerar novas solugoes, mutagdo, em que cada solugdo pode sofrer
pequenas alteracoes na solucio, e selecdo, em que as solugoes transformadas sdo
selecionadas para a proxima geracao.

A ideia geral é que ao combinar duas ou mais solu¢des boas, a informacgao contida
nelas é passada para as solucbes filhas com a esperanca de encontrar uma solucao
melhor.

Na Programacao Genética as solugbes sdo representadas na forma de arvores de
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Figura 2.1: Cruzamento entre duas solugoes.
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Figura 2.2: Mutacao de uma solucao.

expressao. A arvore de expressdo tem a vantagem de permitir apenas expressoes
validas em todos os procedimentos de transformacao.

A funcdo de cruzamento combina partes de duas arvores gerando uma nova
arvore de solucao. Essa operacio tem o objetivo de capturar partes de duas solucoes
boas que se complementem, gerando uma solucao ainda melhor. O procedimento é
ilustrado na Fig. 2.1.

Jé& a funcdo de mutagao, altera um né ou uma sub-arvore da arvore de expressao.
O intuito dessa funcio é gerar uma pequena modificacdo da expressao de tal forma
a melhorar incrementalmente a solugdo final. Esse procedimento é ilustrado na
Fig. 2.2

O procedimento de selecao escolhe quais solu¢es dentre a populacio gerada pelo
processo de cruzamento e mutacao substituird a populacao atual. Isso geralmente

é feito através do torneio, em que pares de solugoes sdo amostradas aleatoriamente

10



para disputar quem serd escolhido para a proxima geracao.

Apesar do sucesso obtido pelo algoritmo de Programagao Genética [7], a repre-
sentacao por arvore e as funcbes de cruzamento e mutacdo nao possuem caracteris-
ticas desejaveis em um algoritmo evolutivo. Primeiramente, a representacao de uma
solucao deve permitir que parte de uma solugdo boa possa ser repassada para as
futuras geracoes, porém a extracdao de uma parte da arvore de expressao nao garante
que ela ird contribuir positivamente com outra solugdo por conta da dependéncia
dos nés pais.

Por exemplo, na expressao cos(z?), a expressdo 22 pode contribuir negativamente
em outra expressao caso a fungao de transformagao (cos()) seja alterada. Da mesma
forma, a mutacdo pode alterar totalmente a resposta da expressdo ao alterar um
anico nob.

Para resolver esses problemas foram propostos operadores de cruzamento e mu-
tagdo sensiveis ao contexto ou a semantica [12]. Para tanto é definido o espago
semdntico como um vetor s = {f’(x1, ..., Xn} como sendo a avaliagdo da expressdao
definida por uma sub-arvore extraida da arvore de expressao nos pontos mensurados
utilizados como referéncia. Dessa forma, o cruzamento faz a troca de sub-arvores
com um vetor semantico similar. A mutacdo permite apenas alteragoes que influ-
enciam pouco no vetor semantico.

Conforme notado em [10] as expressoes geradas pela variante Programagao Gené-
tica com Seméantica Geométrica (Geometric Semantic Genetic Programming), uma
das variantes mais utilizadas atualmente, sdo combinacGes lineares de expressoes
aleatoérias, o que pode ser obtida de forma mais rapida e precisa por outros méto-
dos.

Outra variante é a Programagao de Expressido Génica (Gene Expression Pro-

gramming) que utiliza uma representacdo de tamanho fixo e linear denominada

11



expressao-K. A expressao é formada por uma cabeca de tamanho h, definida pelo
usudrio, contendo terminais e nao-terminais, e uma cauda de tamanho h(n—1)+1,
com n sendo o nimero de terminais, contendo apenas terminais. A expressao-K é
facilmente transformada em uma Arvore de Expressio ao ser lida da esquerda para
a direita e expandindo os nés como em uma busca em profundidade.

Uma vantagem dessa técnica é o controle do tamanho da expressao, definido pelo
parametro h. Porém, diversos experimentos da literatura ndo conseguiram notar
melhoras em relagdo ao algoritmo de Programacgao Genética Padrao, em muitos

casos obtendo solugbes piores [9].

2.2 Representacao Restritiva

[A 1deia geral desse projetd parte da forma da funcido de uma expressao linear

' \
f(x) = B -x. Tal forma, embora originalmente restritiva, pode capturar relagoes A sua proposta deve
nao-lineares ao aplicar fung¢bes de transformagdo das varidveis originais para um ser uma ideia
novo espago de varidveis z = g(x). Uma fun¢do de transformagao frequentemente concreta, nao pode
utilizada é a interagdo entre as varidveis: ser algo vago. E
necessario
f(x) =6 p(x), especificar o "como'e

ndao sé o "o que’.
com p; sendo definida como:

d
pi(x) = H {L‘;L]
j=d

Isso é conhecido como regressao polinomial [3]. Além disso, em muitos casos
um determinado atributo de x é transformado através de uma funcdo nao-linear
univariada (¢(.)) para tentar linearizar sua relagdo com a varidvel dependente. Essa

transformagao costuma ser feita através das funcoes logaritmo, tangente hiperbélica,

12



gaussiana, etc.

Partindo dessas duas técnicas de engenharia de atributos, proporemos uma re-
presentacdo que crie novos atributos a partir da composicido de uma funcado de
transformagdo com uma fungdo de interagdo polinomial.

A composicio é possivel pois t : R — R e p; : R — R, gerando entdo g = p; o t.
Com isso, a fungdo de regressdo serd uma combinacdo linear de diversas dessas
fungoes g.

Dessa forma, tal representacdo ndo permitird encadeamento de fungdes nao-
lineares, sendo possivel apenas uma funcdo de transformacio e uma de interacio
por termo linear.

Os atributos gerados por essas composigoes de fungoes serdo combinados pela
mesma forma de uma regressdo linear, gerando efetivamente a seguinte forma fe-

chada:

com a ressalva de que cada elemento de g é uma funcao distinta.

3 Infraestrutura Necessaria

A infraestrutura necessaria para a execucao desse projeto é de apenas um computa-
dor pessoal de médio porte a ser utilizado para a pesquisa de artigos da literatura,

criacdo dos cédigos-fontes associados ao projeto e execucdo de experimentos.

13



4 Cronograma

O cronograma de execugao do projeto estd dividido em tarefas com periodo de
conclusao minimo de quatro meses (quadrimestre), totalizando 12 quadrimestres
até a conclusao do doutorado. As tarefas a serem realizadas sao listadas em seguida

e seu tempo de conclusao ilustrados na Fig. 4.1:

1. Revisdo da literatura de Anélise de Regressao, Regressdo Simbolica e Progra-

magao Genética.
2. Implementagao ou analise de cédigos-fontes pertinentes da revisao anterior.

3. Estudo sistemético de expressdoes matematicas utilizadas na area de fisica e

engenharias de tal forma a tracar um padrao de forma de fungao.
4. Verificagdo dos padroes de forma de fungdo do estudo anterior.
5. Escrita e apresentagdo da qualificacio.

6. Formulacdo da representacao restritiva e estrutura de dados computacionais

relacionadas.

7. Proposta de heuristicas construtivas, de busca local e meta-heuristicas utili-

zando a representacao.
8. Experimentos e avaliagoes de resultados.
9. Publicagoes.

10. Escrita e defesa da tese.

5 Revistas e Conferéncias Relevantes

Dentre os veiculos de comunicacgio relevantes para essa pesquisa destacam-se as

revistas:

14



Quadrimestre

1]2]3]4]5]6]7]8]9]10/11]12
1%:

2 |

8 TJ

10

Figura 4.1: Cronograma estimado das tarefas do projeto proposto.

e Information Sciences, qualis A1 na Ciéncia da Computacao.

e IEEE Transactions on Evolutionary Computation, qualis A1 na Ciéncia da

Computagao.
e Evolutionary Intelligence, qualis B1 na Ciéncia da Computagao.
E os congressos:

e Genetic and Evolutionary Computation Conference (GECCO), qualis A2 na

Ciéncia da Computagao.

e IEEE Congress on Evolutionary Computation (CEC), qualis A2 na Ciéncia da

15



Computagao.

6 Consideracoes Finais

Muitos algoritmos de andlise de regressao sao caracterizados por um dentre dois
possiveis extremos: i) simples de interpretar, mas com baixo poder de aproximagao
ou, ii) complicados de interpretar, com alto poder de aproximagdo. Uma técnica
muito utilizada para encontrar um meio termo é a Regressao Simbdlica que, embora
tenha potencial de encontrar expressdoes matematicas simples e com baixo de erro
de aproximacao, falha em muitos casos de estudo por conta do enorme espago de
busca induzido por sua representacao padrao.

Nesse projeto esperamos encontrar uma forma de representacdo que reduza o
espaco de busca em torno apenas das expressdes matemaéaticas desejaveis para uma

funcao de regressao interpretavel.

7 Nota aos candidatos

Esse projeto ultrapassou as 15 pdginas por utilizar uma margem mais larga para as
anotagoes. Com a margem correta (vide modelo no site da Poscomp), esse texto

possui exatamente 15 paginas. E importante ndo ultrapassar esse limite.
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