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Conteudo

. Introducéao, definicao das difusoes estocasticas com
comutacao;

. Métodos Numéricos para Resolucao de Problemas de
Controle Otimo;

. Motivacao Difustes Estocéasticas com Comutagao
“Refletidas”:

» Exemplo de Aplicagoes em Sistemas de Filas;

» Exemplo de Aplicagoes em Biologia;
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Introducao
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Difusao Estocasticas com Comutagao

Difusoes (estocdsticas) com comutagao podem ser descritas
como sendo processos estocasticos compostos por duas
componentes:

(X (), () = ( continua, discreta ),

em que X (-) se comporta como uma difusao estocastica e a(-) é
um processo de saltos. Muitas vezes X (-) e a(-) sdo acoplados,
no sentido que X (-) depende de a(-) e a(-) também depende de
X(+).

Em qualquer caso, o par (X(-),a(:)) possui (conjuntamente) a
propriedade de Markov:

E[£(X(1), a(t)| X (w), a(w)iu < 5] = E[f(X(1),a()|X(s).a(s)].

para qualquer f adequada e s < t.
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Algumas Aplicagoes

1. Financas ([5, 8, 14, 15] ): preco de uma acao pode ser
representado pela parte continua e estado discreto pode
representar fatores externos, como se o mercado estd com
tendencia de alta ou baixa;

2. Sistemas de manufatura ([2, 13]): nivel de produgao pode
ser representado pela parte continua e estados das
maquinas pode ser representado pelo processo discreto;

3. Sistemas de fila ([6]): sistemas de filas em condigoes de
trafego pesado podem ser modeladas com difusoes
estocdsticas, parte discreta pode representar modo de
operagcao;

4. Biologia ([1, 4, 11] ): Modelos epidemiolégicos SIR/SIS;
sistemas de reagoes quimicas, utilizado para modelar, por
exemplo, redes de regulagao génica.

Referéncias podem ser encontradas no final dos slides. .



Definicao

Uma difusao estocastica com comutagao é um processo
estocdstico (X (-),a(-)) definido no espago de probabilidade
filtrado (2, F, (Ft)i>0, P) satisfazendo as seguintes equagoes:

(1) dX(t) = b(X(t), at))dt + o(X(t), a(t))dW (t)
2) IP’(a(t+ h) =3 | a(t) =4, X(s),a(s),s < t)
= qi5(X(t))h + o(h),
i,j € E, i # j, com a condigao inicial (X (0),«(0)) = (Xo, ap)
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Definicao

Uma difusao estocastica com comutagao é um processo
estocdstico (X (-),a(-)) definido no espago de probabilidade
filtrado (2, F, (Ft)i>0, P) satisfazendo as seguintes equagoes:

(1) dX(t) = b(X(t), a(t))dt + o (X (1), a(t))dW ()
2) IP’(a(t +h) =4 |alt) =i, X(s),a(s),s < t)
= ¢ij (X (1)1 + o(h),

i,j € E, i # j, com a condi¢ao inicial (X (0),a(0)) = (Xo, ap)
em que:

1. E={1,2,...,m} conjunto finito de estados para «;
b:RYx E — R? termo de deriva;
o:R? x E — R? termo de dispersao;
W (-) é um Movimento Browniano;
Q) == {qij(¥)}ijer, com g;; : R? — R, satisfazendo a
“g-propriedade”: ¢;j(z) € [0,00), i # j,
Gii(®) = — ;4 ¢ij(z) para todo x € R4,

Gt N
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Movimento Browniano

Um Movimento Browniano “escalar” padrao, também
conhecido como processo de Wiener padrao, é o processo
estocdstico W(+) com as seguintes propriedades:

1. W(0) =0;
2. para 0 < s <t o incremento W (t) — W(s) tem distribuigao

Normal com média zero e variancia t — s. Ou de forma
equivalente,

W(t) — W(s) ~ v/t — s,
em que &£ é uma varidvel aleatoria com distribuicao Normal
com média zero e desvio padrao 1.

3. Para 0 < s <t < wu < v os incrementos W (t) — W(s) e
W(v) — W (u) sao independentes.

7/72



Movimento Browniano
Como W é um processo estocdstico, para cada w € Q) (espago
amostral), temos que W(w,-) é uma fungao [0,00) - R

representando o caminho percorrido.

Uma ilustragao destes caminhos gerados por um movimento
Browniano escalar é dado abaixo:
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E possivel mostrar que estes caminhos sao: continuos e nao
diferencidveis em qualquer ponto, c.p. 1.
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Definicao

Outra forma de escrever a equacao (1) é de forma integral:

(1) X(t):X0+/O b(X(s),a(s))dt—i—/O o(X(s),a(s))dW (s).

A integral em relacdo ao movimento Browniano é conhecida
com integral de It (a nocao de integral de Lebesgue-Stieltjes
nao ¢ adequada ja que os caminhos de W (-) nao tém variagao
limitada).

De forma simplificada, a integral de It6 fg f(s)dW (s) pode ser
pensada como limites de expressdes como a dada abaixo:

N-1
> £ (Wt) = Wity))
5=0
em que t; = jA e A =T/N (o fato que avaliarmos f(-) no

ponto t; é importante aqui). Uma boa introdugdo para EDEs
com mesma abordagem da usada aqui é [3].
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Equacgoes Diferenciais Estocasticas (EDE) com comutagao

Existéncia e unicidade de solucoes para este tipo de equacgao
pode ser obtido sob hipdteses usuais de crescimento linear e
continuidade de Lipschitz para os parametros b e o.
Precisamos, além disso, que @) seja continua e limitada.

Teo.([12, p. 30]) Suponha que b(-,-) e o(,-) satisfazem:
[b(z, )] +[o(z, )| < K(1+ |z]), i € B,

e que para cada N > 1, existe uma constante positiva My tal
que para todos os t > 0, i € F, e todos z,y € R? com
||V |y| < N,

[b(2, i) = bly, )| V |o(z,i) — o(y,i)] < Myly — =,

Entao existe uma tnica solugao (X (-), «(+)) para a equagao (1)
e (2).
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Equacgoes Diferenciais Estocasticas (EDE) com comutagao

Prop.([12, p. 33]) (X(:),a(+)) possui fungoes amostras
continuas a direita e com limites a esquerda.

Q"? Discrete-event State 3
: A x(rp)

Discrete-event State 2

(g_g Discrete-event State 1
)y ==,

X(r3) X (0 a(0) =1

Como (X (+),a(+)) é um processo estocdstico, podemos pensar
que este induz uma medida de probabilidade sobre o espaco de
fungoes continuas a direita com limite a esquerda. Cada

realizacao deste processo terd caminhos diferentes.
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Exemplo

Considere o modelo apresentado em: Stock trading: An Optimal
Selling Rule por Zhang [14]:

dX(t) = p(a(t)) X (t)dt + o(a(t)) X (t)dW (t)
X(0) = Xo,
em que:

1. X(-) representa o preco de uma ac¢ao no mercado financeiro
(exceto pela dependéncia em «f(-), o modelo acima é
conhecido como “Movimento Browniano Geométrico” e é
muito usado como modelo para prego de agoes).

2. a(-) representa periodos de alta e baixa do mercado
financeiro, medido por algum indice. O processo toma
valor em E = {1,2}, 1 = alta, e 2 = baixa. Parametro @Q é

dado por:
=AM
o= Al

A; é a taxa com que «(-) sai do estado i € E. 1272



Exemplo

Up-trend || 1/2-4/22 6/16-7/20 9/11-9/23 10/9-12/31
Down-trend || 4/23-6/15 7/21-9/10 9/24-10/8

Usando dados de agoes da Microsoft durante o ano de 1999 e
usando o indice NASDAQ para o mercado, Zhang estimou os
seguintes parametros:

u(l) =1,5968; p(2) = —1,41155
(1) =0,44; o(2) =0,63
A1 =6,04; X2 =8,90
Xo = 70,4 e o tem distribuicao inicial pg = (1/2; 1/2)".
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Exemplo

Como (X (-), a(+)) solugao da EDE com comutagao acima é um
processo estocastico, o par induz uma medida de probabilidade
sobre o espaco de fungoes continuas a direita com limite a
esquerda.

Cada realizagao w € €) corresponde & um ensaio ou
possibilidade de caminho para o processo. Abaixo temos a
ilustracao de um destes caminhos:

150 200 250 300
I I

100
L

Time
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Simulagao de Caminhos

Muitas vezes métodos numéricos sao usados para estimar
propriedades do processo (X (-),a(-)), repetindo a simulagao em
um processo de Monte Carlo.

Por exemplo, poderiamos estimar a probabilidade da difusao
com comutagao atingir um preco = dentro de um intervalo de
tempo [0, 7] repetindo a simulacdo vérias vezes e estimando a
probabilidade.

300
|

250
L

150
I
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Métodos Numeéricos para Problemas
de Controle

16 /72



Controle Otimo

Vamos considerar um problema de parada dtima (que é um dos
problemas mais simples de controle).

Suponha que X (t) toma valor em R e que
T:inf{tZO:X(t)EB}
em que B é um conjunto na forma B = (a,b)¢, a < b.

Seja k:Rx E—Reg:Rx E — R fungdes continuas. Defina
0 seguinte custo:

W(z,i,7) := E(g) [/OT k(X (s), als))ds + g(X (1), a(T))] :

Gostarfamos de encontrar o tempo de parada 7 (ou o conjunto
B associado) que faz esse custo ser minimo.
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Exemplo

Zhang [14] considerou o seguinte problema de parada étima:
encontrar 7 que minimiza:
S(T) — 50 —BT
N e SV PN ,
So

em que S(t) é o prego da agdo modelada por uma difusao com
comutagao:

dS(t) = p(a()S(E)dt + o(al)SEdW (1)
S(0) = So,

E(e[9(S(r)e ] = Eq

A constante 8 > 0 é um fator de desconto. Em nossa discussao,
iremos considerar o caso sem desconto para simplificar.
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Controle Otimo

Para isso, podemos comegar caracterizando o custo minimo (ou
funcao valor) que é dado por

V(z,i) :=inf W(z,1i,7),

onde 7 varia dentro do conjunto de “tempos de parada” na
forma dada acima.

Vamos supor que B é um conjunto étimo de parada (supondo
que ele exista). Entao, teremos que:

{V(m,i) <g(z,i) sex¢gB
V(z,i) =g(x,i) sex€eB
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Eq. Programacgao Dinamica

A equagao de programacao dinamica caracteriza a fungao valor
V(x,i). Vamos ilustrar sua derivagao neste slide.

Suponha que o processo anda em passos de tamanho A no
tempo. A cada tempo nA, temos a decisao de parar ou
continuar:
parar — g(x,1)
continuar — k(z,i)A +E, ;) [V(X(A), a(A)],
supondo que (X (nA),a(nA)) = (x,1).
Note que E, ;) [V(X(A), a(A))} seria a quantidade que

ganhamos se continuarmos a partir do tempo nA de forma
otima.
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Eq. Programacgao Dinamica

Logo, como desejamos minimizar o custo, escolheriamos o
menor destes dois valores. Desta forma:

V(z,4) = min {g(m, i), k(z,)A +Eq [V(X(A), a(A))} }
Subtraindo V' (z,7) de ambos os lados, tem-se:
0 = min { (@, )=V (i), Bay) [V(X(A), a(A))} —V () +h(x, z‘)A}

No caso em que x € B, terfamos V (z,i) = g(z,7). Mas no caso
em que x ¢ B, o segundo termo deve ser zero. Isso implica que:

B [V(X(A),a(8))] = Vi(a,i)

A + k(z,i) =0
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Eq. Programacao Dinamica
Tomando o limite A — 0, temos que:

) LV (x,i)+ k(z,i)=0 paraz¢B
V(z,i) = g(x,1) para z € B,

em que L é conhecido como “gerador infinitesimal” da difusao

estocéstica com comutagao e é dado por:

L1(w,3) = b, i) ful,3) + 202(0,0) foa(w,3) + 3 a1 (@) (2, 5),

2 ,
JEE

para fungdes f(-) suf. regulares (f, e fy; sdo a primeira e
segunda derivadas em relagao a x).

A equagdo (%) é conhecida como equagao de programagao
dinamica e pode ser usada para determinar V(). Veremos a
seguir o método da Cadeia de Markov aproximada para resolver

este problema numericamente.
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Método da Cadeia de Markov Aproximada

Queremos uma aproximagao discreta para V' (zx,1), dada por
Vh(x,i) tomando valor em um conjunto
Gp:={...,x — h,z,z + h,...}, como ilustrado abaixo:

A 1 L L
¥ \ T ¥

)
vee Hah 4, 2 Eth gk e G,

Para isso, usaremos diferencas finitas para aproximar a equagao
de programacao dinamica que discutimos anteriormente.
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Método da Cadeia de Markov Aproximada

Usaremos diferengas finitas dadas abaixo:

D;f(:c,i)— f(z+ h, z})L f(x, )’
Dy flayi) = f(x,i)—z(a:—h,i)’
D,%f(;r,i)— flz+h,i)— h2 )—i—f(x—h,i)‘

Logo, temos temos a seguinte aproximacao para o gerador
infinitesimal

L f(x,i) = Dy f(z,i)b" (2,i) + Dy b~ (x,4)

n %(72(;5, DD f (i) + > qij(2) f(z,5),
jeE

em que bt (z,i) = max{0,b(x,i)} e b~ (z,i) = min{0, b(z, )}
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Método da Cadeia de Markov Aproximada
Desta forma, temos a seguinte versao discretizada da equagao
de programacao dinamica:
LMV (2, i) + k(2,i) =0 parax & B
Vh(x,i) = g(x,q) para x € B,
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Método da Cadeia de Markov Aproximada

Desta forma, temos a seguinte versao discretizada da equagao
de programacao dinamica:
LMV (2, i) + k(2,i) =0 parax & B
Vh(x,i) = g(x,q) para x € B,
Substituindo a expressdo para L e rearranjando os termos,
teremos o seguinte para x ¢ B:
hot (z,4) + 30°(x, z)}
M (z, 1)
—hot(z,4) + 502(33,1')}
M(z,1)

V(i) = {Vh(:c + h,z’)[

+ V- h,i)[

+ >V (w, 5)aig (1) At (@, ) + k() A" (a, i)},
J#i

em que M(z,i) = |b(z,i)|h + o?(x,4) — qsi(x,i)h? e

Ath(z, i) = h? /M (z,1).
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Método da Cadeia de Markov Aproximada

Note que, se definirmos uma cadeia de Markov a tempo discreto
{(¢h, 9" }>0 tomando valor no conjunto Gy, x E, com
probabilidade de transicao dada por:

+ x,1 lc)‘2 .1
p((x + i) () = T ’A}é,i) (1)

—hb~(x,7) + 0% (x,i
p((@ — by )| (1)) = —2 (M)(;f; (1)

p((z, )I(,4)) = gij(@) At (@, 1), @ # j,

podemos escrever a equacao acima da seguinte forma:

V(@ i) = B p V(ST 1) + (e, 1) At (2, 9),

para x & B e V(x,i) = g(x,i) para x € B.
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Método da Cadeia de Markov Aproximada
De forma equivalente, poderiamos escrever:
V(a,1) = min {g(z, ), B V(L 90)] + (e, ) At (2,7 },
para (x,1) € Gp, x E.
Da teoria dos processos de decisao de Markov (MDP), sabe-se

que esta é a equagao de programacao dinamica do seguinte
problema: encontrar “tempo de parada” N que minimiza:

W(z,i,N) = Eg,

N—-1
S k(ch )AL (o) + g(ch. m] |

n=1

Tem-se que V"(x,4) = inf y W"(z,i, N).
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Método da Cadeia de Markov Aproximada

Existem algoritmos eficientes para resolver tais problemas. Por

exemplo, podemos definir Voh = 0 e repetir o processo iterativo:

V() = min {g(a, ), B[Vl 0] + k() At (@,9) .

E possivel mostrar que V,f — Vh

Conhecendo V", podemos determinar se devemos ou nao parar
a cada par (z,17) verificando qual valor é minimo:

V" (z,7) = min {g(a:, D), Ewn [V, 90)] + k(2,6 At (z, i)}.

Este algoritmo é conhecido como “Iteragao de Valor.”
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Método da Cadeia de Markov Aproximada

Para mostrar que este método é adequado, mostra-se que:

L. {(¢r, 9"} >0 (ou uma versdo interpolada) converge em
distribuicao para a solucao da EDE com comutagao - para
isso, geralmente precisamos que esta cadeia de Markov seja
“localmente consistente” com a difusdao com comutagao.

2. V*(z,4) converge para V(x,i) quando h — 0.
Estes resultados de convergéncia para o problema de parada

6tima foram demonstrados por [10], para o caso em que g;; nao
depende do estado.
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Exemplo de Aplicagao

Para ilustrar a aplicacao do método, podemos resolver o
problema de parada 6tima apresentado por Zhang [14].

- Codigo estd disponivel para download em um repositério
no github (link no final dos slides).
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Aplicacoes em Sistemas de Filas
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Modelo de Filas

Servers

Um sistema composto por
uma fila e varios servidores
identicos. Uma parte dos

Job Queue

Active

|| servidores chamada de

reservas podem ser ligados e
desligados.

XX
AR

Reserve
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Modelo de Filas

Servers

Um sistema composto por
uma fila e varios servidores
Job Quene idénticos. Uma parte dos

|| servidores chamada de

reservas podem ser ligados e
o desligados.

m

<

Af: tempo entre a chegada do cliente [ e [ — 1. (iid)
Af: tempo de processamento para cliente [. (iid)
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Modelo de Filas

Servers

Um sistema composto por
uma fila e varios servidores

Job Ouere identicos. Uma parte dos

| servidores chamada de
reservas podem ser ligados e
desligados.

M

XX
AR

m

<

Af: tempo entre a chegada do cliente [ e [ — 1. (iid)
Af: tempo de processamento para cliente [. (iid)

Quando Af e Afl possuem distribuicao exponencial, o processo
do numero de clientes na fila é Markoviano “Teoria de Filas
classica” (caso tratado por Mitrani 2013 [9]).
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Modelo de Filas

Servers

Um sistema composto por
uma fila e varios servidores
identicos. Uma parte dos

| servidores chamada de
E— reservas podem ser ligados e
desligados.

Job Queue

Active

XX
AR

Reserve

Af: tempo entre a chegada do cliente [ e [ — 1. (iid)
Af: tempo de processamento para cliente [. (iid)

Quando Af e Afl possuem distribuicao exponencial, o processo
do numero de clientes na fila é Markoviano “Teoria de Filas
classica” (caso tratado por Mitrani 2013 [9]).

Caso contrario, o processo nao é Markoviano.
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Modelo de Filas
Para tratar casos em que Af e Ald nao possuem distribuicao

exponencial, podemos utilizar aproximagoes por difusao que
aparecem em situagao limite - trafego pesado.
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Modelo de Filas

Para tratar casos em que Af e Ald nao possuem distribuicao
exponencial, podemos utilizar aproximagoes por difusao que
aparecem em situagao limite - trafego pesado.

Escrevemos a carga de trabalho total no sistema no tempo ¢
como sendo (assumimos paralelismo entre as maquinas):

X(t) —l—ZAd—n/f ))ds + Z(t),
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Modelo de Filas

Para tratar casos em que Af e Ald nao possuem distribuicao
exponencial, podemos utilizar aproximagoes por difusao que
aparecem em situagao limite - trafego pesado.

Escrevemos a carga de trabalho total no sistema no tempo ¢
como sendo (assumimos paralelismo entre as maquinas):

X(t) —l—ZAd—n/f ))ds + Z(t),

em que:

n: numero de servidores

A(t): nimero de clientes até o tempo t
a(+): estado dos servidores reserva {0,1,2,3}
f(): fragao dos servidores ativos
Z(-):

(-

processo de reflexao, mantém X positivo.
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Modelo de Filas

Para tratar casos em que Af e Ald nao possuem distribuicao
exponencial, podemos utilizar aproximagoes por difusao que
aparecem em situagao limite - trafego pesado.

Escrevemos a carga de trabalho total no sistema no tempo ¢
como sendo (assumimos paralelismo entre as maquinas):
An(t) .
X0 = X"(0)+ 3 Af—n / F1(a™(s))ds + 2" (8),
=1 0
em que:
n: nimero de servidores
A(t): nimero de clientes até o tempo t
a(+): estado dos servidores reserva {0,1,2,3}
f(): fragao dos servidores ativos
Z(+): processo de reflexdo, mantém X positivo.

Quando n — oo, " = % converge em distribuicao para uma

difusao com comutacao, em regime de trafego pesado. 33 /72



Aproximacao em Trafego Pesado

O regime de trafego pesado é representado através da seguinte
hipdtese:

Vi (p" = (i) = " (i) = b(i), n— oo
para cada i € F = {0, 1,2,3}, em que

o EA] _en
- nE[APT] 0 nAd

p

é chamado de intensidade de trafego. Em particular implica que
p" — 1 quando n — oo.
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Aproximacao em Trafego Pesado

Exemplo com E[A?"] =1/0.9n, E[AY] =1, n =10 (p"=0.9 -
supondo todos os servidores ativos):

15

XAn
1.0
1

05

0.0
L

0.0 02 04 06 08 1.0

Este é o caminho do processo escalonado: z"(-) = X™(-)/y/n.
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Aproximacao em Trafego Pesado

Exemplo com E[A7"] =1/0.9n, E[A] =1, n =100 (p" =0.9
- supondo todos os servidores ativos):

15

1.0

XAWn

0.5

Este é o caminho do processo escalonado: z™(-) = X"(-)/+/n.
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Aproximacao em Trafego Pesado

Exemplo com E[A"] =1/0.9n, E[A¢] =1, n = 1000
(p™ = 0.9 - supondo todos os servidores ativos):

XWn
1 1 1 1 1

00 02 04 06 08 10 12 14

Este é o caminho do processo escalonado: z™(-) = X"(-)/\/n.
Note que o caminho acima se assemelha a um caminho de uma

difusdo estocastica.
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Modelo para o estado dos servidores reservas

Consideramos que «'* é um processo de salto a tempo continuo
controlado tomando valor no seguinte conjunto F de estados:

Wy

reserva desligada
reserva ligando
reserva, desligando
reserva ligada
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Modelo para o estado dos servidores reservas

Consideramos que «'* é um processo de salto a tempo continuo
controlado tomando valor no seguinte conjunto F de estados:
0: reserva desligada
1: reserva ligando
2: reserva desligando
3: reserva ligada

Para controles tomando valor no conjunto U/, o™ possui a
seguinte taxa de transicao entre estados i,j € F, j # i:

(1) = /u ()o@ (1), i) (du)

1
= 1i — n =9 n EY) n n <
151%1 5IP’(04 (t+0) = jla"™(t) =1i,2"(s),a"(s),s < t),
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Modelo para o estado dos servidores reservas

Consideramos que «'* é um processo de salto a tempo continuo
controlado tomando valor no seguinte conjunto F de estados:
0: reserva desligada
1: reserva ligando
2: reserva desligando
3: reserva ligada

Para controles tomando valor no conjunto U/, o™ possui a
seguinte taxa de transicao entre estados i,j € F, j # i:

(1) = /u ()o@ (1), i) (du)

1
= lim <P(a" (¢ + ) = jla”(t) = i.4"(5). 0" (s). 5 < 1),
Usamos a representacao do controle de forma relaxada. O

controle v(-, -) é uma medida de probabilidade sobre o conjunto
U.
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Resultado Limite

Teo.([6]) Suponha que a condicao inicial para o n-ésimo
sistema é (2™(0),a™(0)) e converge fracamente para (zo, o),
uma varidvel aleatéria tomando valor em Ry x E. Seja (z", ™)
o modelo para o n-ésimo sistema. de fila usando o controle v.
Entao (2", a™) converge em distribui¢ao para uma difusao
estocdstica refletida com comutacao satisfazendo as equagoes
abaixo:

t
z(t) = z(0) + /0 b(a(s))ds + ow(t) + r(t),

P(a(t +6) = jla(t) = i,2(s), a(s),s <t) = ¢;3(x(t)) + 0(9),

em que b(-) é dado como acima e o := \/)\S(Ad)2(o§ +03).

Obs. Do melhor do nosso conhecimento, este é o primeiro
modelo utilizando difusoes estocasticas com comutagao e
reflexao.
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Utilizagao da aproximagao na pratica

Na pratica aproximamos X" =~ % em que:
t
(1) = 2"(0) +/ b (0" (s))ds + ow(t) + 2(1), >0
0

e b"(i) = v/ (" — f(3).
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Utilizagao da aproximagao na pratica

Na pratica aproximamos X" =~ \xf em que:

(1) = 2"(0) +/0 b (0" (s))ds + ow(t) + 2(1), >0

Problema de Controle

Agora podemos definir o nosso problema de controle: encontrar
v que minimiza o custo:

: 1 r v n
hstupT/0 E{so.i0) [N (" (s))] ds,

em que N(«(t)) representa o nimero de servidores consumindo
energia no tempo t, sujeito a seguinte restricao em relagao a
carga de trabalho média do sistema:

: 1T
hmsupT/0 (o,i0) [\fa: (s)] ds < W,

T
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Problema de Controle

Para simplificar, vamos considerar um problema sem restri¢oes.

Ou seja, o problema é determinar uma politica de controle v
que minimiza o custo:

. . 1, T
~¥(zo, i9,v) = lim sup TE(zo,io) [/0 c1vVni(s) + caN(a(s))ds| ,

T—o0

em que (xg,i9) € G x E sao condigbes iniciais. O termo dentro
da integral do lado direito

k(x,4) := c1v/nx + coN (i)
é chamado de custo corrente.

Os pesos ¢1 e ¢y devem ser escolhidos pelo usudrio do modelo.
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Equacao de Programagao Dinamica
A equagéo de programacao dinamica para este problema é:

inf,ey LYV (x,0) — v+ k(z,i) =0, (z,1) e GXE
Vi(x,i) =0, for (z,7) € {0,B} x E

em que V : G x EF — R, v é uma constante real, e para cada
u € U, define-se

£ (,3) = b i) ol 8) 0% ) o) + 3 a0 2,),

jEE

para f, e fi. representando a primeira e segunda derivada de f
em relagao ao primeiro argumento.

A ideia é utilizar o método da cadeia de Markov aproximada
para encontrar uma solucao para este problema.
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Solugao Numérica

Utilizando a equacao de programacao dinamica em conjunto
com diferencas finitas, como detalhado anteriormente, pode-se
definir uma cadeia de Markov a tempo discreto {(¢, 97) k>0
que aproxima o comportamento da difusao estocastica refletida
com comutacao.

A cadeia {(C}',9%)} x>0 é “localmente consistente” com a
solucao da EDE com comutacao e reflexao.

O problema de controle para a cadeia de Markov pode ser
resolvido computacionalmente.
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Resultados sobre Convergéncia
Primeiro resultados:

Teo.: Suponha que (z", o) é uma interpolagio continua da
cadeia de Markov que aproxima a solucao da EDE com
comutacao e reflexdo e é localmente consistente. Suponha que
(z"(0), a/(0)) converge em distribuicao para (z(0), (0)) e que
(z",a™) é controlada pelo controle v. Entdo (2", a”) converge
fracamente para a solucao da EDE com comutacao e reflexao
usando o controle v.

Obs. Sob algumas hipéteses sobre o controle v.
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Resultados sobre Convergéncia
Segundo resultados:

Teo. Assuma que o custo corrente k(-, ) é continuo em relagao
ao primeiro argumento. Além disso, suponha que para cada

€ > 0, existe um controle v¢ que é e-6timo e que, usando este
controle, a solugao associada da EDE com comutagao e reflexao
tenha uma unica medida invariante. Assuma ainda que a cadeia
de Markov a tempo discreto € irredutivel sob a politica étima,
com custo dado por 4. Entéo, tem-se que

"yh—w’y, as h — 0,

em que 7y = inf, y(xg, g, v).

Obs. Estamos estudando a possibilidade de obter este resultado
sob condic¢oes mais fracas.
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Comparagao com o resultado em Mitrani 2013

Temos os seguintes resultados numéricos:

Ex.1|U D Custo Médio Ex. 2| U D Custo Médio
DP 19 | 17 33.066862* DP 10| 9 14.123313*

HR 19 | 10 37.356842* HR 9| 4 17.309647*

Ex. 3| U | D | Custo Médio (sim) | Ex. 4| U | D | Custo Médio (sim)
DP 21 | 17 | 37.230 (37.227, 37.233) || DP 12 | 9| 16.521 (16.517, 16.525)
HR 19 | 10 | 39.020 (39.016, 39.023) || HR 9| 4] 17.491 (17.487, 17.495)

*calculado usando férmula fechada apresentada por Mitrani 2013.

Em todos os cendrios, tem-se ¢y =1 e cg =2

Ex 1e2sao: A ~exp(A),A=10,n=20em=9e A =4,

n = 10 e m = 5 respectivamente.

Ex 3 e 4 sdo: A? ~ hyperezp(A, o), com o = 10, A = 10,
n=20,m=9e A=4, n =10, m = 5, respectivamente.
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Método Numérico Para o Problema com Restrigoes

Suponha que (&7, 9") := {(¢!,¥7)}°, é uma cadeia de Markov
controlada tomando valores em {0, h,..., B} x E com
probabilidade de transicao p((z,i), (y,j)|u). Entdo o problema
de controle original é aproximado pelo problema de encontrar a
politica u" que minimiza o custo:

7(5071907uh) = thUpN N 50 Jo) |:Zl 0 ( )i|

s.t.: IimsupNN 50190 [Zl O\fgl} <W,
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Método Numérico Para o Problema com Restrigoes

Suponha que (&7, 9") := {(¢!,¥7)}°, é uma cadeia de Markov
controlada tomando valores em {0, h,..., B} x E com
probabilidade de transicao p((z,i), (y,j)|u). Entdo o problema
de controle original é aproximado pelo problema de encontrar a
politica u" que minimiza o custo:

7(5071907uh) = thUpN N 50 Jo) |:Zl 0 ( )i|

. ul
s.t.: lim sup 5 %E(Eo,ﬁo) [Zl]\io \/ﬁfﬂ <W,

Este problema discretizado pode ser resolvido utilizando sua
formulagao via programacao linear.
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Método Numérico Para o Problema com Restrigoes

Suponha que (&7, 9") := {(¢!,¥7)}°, é uma cadeia de Markov
controlada tomando valores em {0, h,..., B} x E com
probabilidade de transicao p((z,i), (y,j)|u). Entdo o problema
de controle original é aproximado pelo problema de encontrar a
politica u" que minimiza o custo:

7(‘507190’uh) = thUpN N 50 Jo) |:Zl 0 ( )i|

. uh
s.t.: lim sup 5 %E(Eo,ﬁo) [Zl]\io \/ﬁfﬂ <W,

Este problema discretizado pode ser resolvido utilizando sua
formulagao via programacao linear.

Obs. Nenhum resultado sobre a convergéncia do método
numérico para este problema é conhecida (trabalho em
andamento).
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Aplicacoes em Dinamica
Populacional
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Redes de Reagoes Quimicas / Dinamica Populacional
Considere um tanque “bem

misturado” contendo diferentes
espécies moleculares:

Sy, Sy ,
Estas moléculas estao
envolvidas em r reagoes
quimicas Ry, --- , R,. Exemplo:

Ryp: Si+5 — 53

Suponha que X;(¢) é o nimero de moléculas S; no tempo t.
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Redes de Reagoes Quimicas / Dinamica Populacional
Considere um tanque “bem

misturado” contendo diferentes
espécies moleculares:

Sty 554

Estas moléculas estao
envolvidas em r reagoes
quimicas Ry, --- , R,. Exemplo:

Rip: Si+S5—5;3

Suponha que X;(t) é o niimero de moléculas S; no tempo ¢t. J&
que as reagoes acontecem quando as moléculas envolvidas se
encontram, X;, ¢ um processo estocastico.

47 /72



Redes de Reagoes Quimicas
Considerando a reagao quimica do exemplo anterior,

Ry : S1 4 Sy — 53

pensamos intuitivamente que a probabilidade dela ocorrer em
um intervalo de tempo (t,t+h] é proporcional ao produto do
nimero de moléculas de Sy e Sy e também da duracao do
intervalo considerado:

P (prob. reagao ocorrer em (t,t+ h]| F;) = r,, X1 (1) Xa(t)h,

em que k; ¢ uma constante e F; ¢ a informacao sobre o sistema
até o tempo t.

Isso implica o niimero de reagoes Rj que ocorrem durante o
tempo possui a propriedade sem memdria. O que nos leva a
concluir que o tempo entre duas reagoes Ry consecutivas possui
distribuicao exponencial.
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Redes de Reagoes Quimicas
Considere que as reagoes quimicas estao na seguinte forma:

d d

ZU;@SZ' %ZU;IZSZ-, k=1,...,r

=1 i=1

O vetor v, = v]:,r — v, denota a troca no estado como efeito da
reagao k.

Exemplo:

Sy + S3 — 51 + S5

1 0 1
v,": =10, v, = (1], v=]-1
1 1 0
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Redes de Reagoes Quimicas
De forma geral, considere que as espécies moleculares S1,..., Sy
estao envolvidas em r reagdes quimicas na forma:

d d
Zufk& %ZU:,;SZ‘, k=1,...,r

i=1 =1

O vetor v, = v,": — v, denota a troca no estado como efeito da
reacao k.

Taxa de ocorréncia pela “lei de agdo das massas”:

Ar(X) = ry H Xi(Xi = 1) (Xs —vy, + 1)
i:(v,,>0)

em que X = (X1, -+, Xyg).
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Modelo Cadeia de Markov
Com isso, a quantidade de moléculas de cada espécie no tempo
t, X(t) = (X1(t),...,Xq4(t)), é dada pela seguinte cadeia de
Markov:

X(1) = X(0) + ,;‘“N‘“ ([ autxienas).

Ni,...,N,: sao processos de Poisson (taxa = 1).

Sua equagao progressiva de Kolmogorov é conhecida como a
“Equacao Mestra da Quimica” (chemical master equation):

d

Z0a(t) = D Ail@ = )P, (1) = Ar(@)pa(t)
k=1

em que p,(t) é a probabilidade da configuragdo x no tempo t.
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Modelo Cadeia de Markov

Problema:
1. Solucao analitica muito dificil para problemas grandes.

2. Quando o nimero de moléculas no sistema é grande, o tempo
de simulac¢do computacional é muito grande (as taxas de reagao
serao altas, o tempo avancard lentamente).

P Isso é agravado porque € preciso repetir a simulacao varias
vezes.

Uma solugao para este problema é aproximar o modelo de
Cadeia de Markov por algo mais eficiente de simular.
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Modelo Cadeia de Markov Escalonado
Podemos escrever o modelo de cadeia de Markov para as
concentracoes de espécies moleculares:

V': volume do recipiente vezes o nimero de Avogadro.
(~ 6 x 10%3)

Definimos o vetor de concentragao molecular no tempo ¢:

— _X(®)
XV(t) = Vv
Satisfaz:
XV = XV (0) + = Z N ( / t V)\V(XV(s))ds)
4 k=1 0 ' ’
em que

d —
M (z) = e Hx;’ik + Ve (z)
=1
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Modelo Cadeia de Markov Escalonado
Podemos escrever o modelo de cadeia de Markov para as
concentracoes de espécies moleculares:

V': volume do recipiente vezes o nimero de Avogadro.
(~ 6 x 10%3)

Definimos o vetor de concentragao molecular no tempo ¢:

_ X(t)
XV(t) =2
(="
Satisfaz:
_ _ 1 < ¢ _
XV(t)=XV(0)+ = > wuli / VA (XY (s))ds ),
Via 0
em que
d p—
N () = \p(2) = e Ha:f“‘
=1
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Abordagens Usuais

-Aproximacao deterministica por EDO
Descreve o comportamento médio do sistema.

-Aproximacao por Difusao de van Kampen
Descreve o comportamento médio com flutuagoes em torno da
média: nao respeita nao-negatividade das concentragoes.

-Aproximagao por Difusao de Langevin
somente valido até encontrar a fronteira da ortante positiva.
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Difusao de Langevin Restrita
Foi mostrado em [7] que é possivel aproximar a cadeia de
Markov escalonada por uma difusao estocastica com reflexao.
Dada por,

Z<t>=x<o>+/tu< (5 ds+/ w(s)

/ L(s), t>0,

em que X'(0) possui mesma distribuicio que XV (0) e W é um
movimento Browniano L é um processo nao-decrescente que aumenta,
somente nos instantes que Z* esta na fronteira e v é o campo vetorial

A(2) = p(a)/|u(a)], para z € IG.

Foi demonstrado em [7] a existéncia e unicidade no sentido das
distribuigoes para as solugoes desta equagao.
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Exemplo I: Duas espécies, seis reagoes

C2 C5 Cc3
@ = 51 = SQ = (Z)
Cc1 Cc6 Cq

)\1(1‘) =C171, )\2(1‘) = C9g, )\3(1‘) = C3T2, )\4(.%) =C4

)\5(1’) = C571, )\6(.%') — CeT2

emquec; =104 o =1,¢c3=1, cs = 107%, ¢5 = 100, ¢ = 1,
V =100, e ponto inicial zo = (0.02,1.00) (préximo do estado
estacionério para o modelo deterministico)
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Difusao de Langevin Restrita (CLE)
¢
Z(t) =z —i—/ w(Z(s))ds
0

([ otzen - aw) + [ zane)

Ml(ﬂf) |2 — €11 — Cs5T1 + cgx2
c4 — C3%2 + Cc5x1 — CeT2|
F($) _ 0‘0'/(56) _ Cc2 + c1x1 + csx1 + Cexo —(65131 + Cﬁ.’L'Q)
—(esz1 + cex2) C4 + 3T + C5T1 + CeT2

V(@) = p(e)/|p(e)]

Approx. 45 deg

N.
- V
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Comparagao entre diferentes métodos

04 08 12 16
- =
C—

4 —

x

04 08 12 16

L

04 08 12 16

04 08 12 16
04 08 12 18

CLE-NR . CLE-Chop

Figura 1: MCM=Markov Chain Model, CLE=Constrained Langevin
Equation, vKA=van Kampen Approximation, CLE-NR=CLE with
Normal Reflection, CLE-Chop=CLE with Chopping off of negative
excursions.
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Difusao de Langevin com Comutagao Restrita
Processo de “Comutagao” a(-) pode pode ser usado para
representar fatores externos que podem afetar as reagoes
quimicas.

Autores de “Hybrid simulation of autoregulation within
transcription and translation” [4], propuseram utilizar difusao
de Langevin em que o estado de espécies moleculares de menor
concentragao sao representadas pelo processo a(-).

» Proposta foi motivada por um modelo de auto regulagao
génica.

! |

0 »  mRNA » Protein
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Example II: Brusselator
D=5 38510
c1 C4

251 + 5o « 35,

A(x) = 1z, Ao(x) = co, A3(x) = c3xa, M(x) = ¢y

As(2) = c5m1, Ng() = ceiay

come; =1,c0=1,c3=10"% ¢4 = 1074, ¢5 = 11,
cg = 10,V = 100, e ponto de partida zo = (2,1).

O modelo deterministico de EDO para este sistema de reagao
quimica exibe um ciclo limite estdavel (com os parametros
acima).
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Difusao de Langevin Restrita

Z(t) = z+/0 w(Z(s))ds

n % (/Ota(Z(s)) - dW (s) + /Otv(Z(s))dL(8)>

() = C2 —C1x1 — 521 + 063?%-%2,
Cc4 — C3T2 + C5x1 — CGZL‘%J/‘Q
F(ZE) |2+ + o521+ CG.’I?%IQ —(65:171 + CGZL‘fSL'Q)
—(cs1 + cerias) cy + ¢392 + 51 + Ccriay

Approx. 48 de
z2 & w e

v(z) = p(x) /()]

Approx. 47 deg

>

Z1
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Comparagao MCM e CLE

© - ©
< - <
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Xq X1
MCM CLE

Figura 2: O scatter plot para vKA nao foi exibido ja que vKA oscila e
diverge durante uma simulagao longa.
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Simulagao de MCM, CLE, vKA, e EDO

Markov Chain Model

©
—x
< — x
] M
~
°
T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Constrained Langevin Approx.
©
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o |
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T T T T T T
0 20 40 60 100
van Kampen Approx.
3 4
8
o
3
8 |
T T T
0 20 40 60
Deterministic Model
|
"
o |
S T T T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 3: vIKKA increases in oscillation and diverges during a long
simulation.
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Example III (Biestabilidade)

RN N 5
S = Sy — Sz =
Cc2 Cq C6

53+Sgi>251 251&)51+52 5'1-1—512&)52.

com ¢; = 1/v/10, ¢ =0.01, c3 =1, ¢4 = 0.01, ¢5 = 1, ¢ = 10,
Cr = 8/10, cg = 1, Cg = 1.5/\/ 10.

O modelo de EDO deterministico é biestdvel com dois pontos
estaciondrios reais préoximos de

0.12679 2.96686
x1 = [0.00290| e x9 = [2.31681
9.97683 3.50454

(com os parametros usados).
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Comparagao entre os métodos
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