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Otimização combinatória



Problemas de Otimização

Um problema de otimização é caracterizado por

• entrada

• soluções viáveis

• custo de uma solução

• objetivo

Em otimização combinatória, o conjunto de soluções viáveis é finito (enumerável), porém em
geral muito grande.
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Exemplo: projeto de redes
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Exemplo: corte
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Exemplo: percursos
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Exemplo: propagandas
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Exemplo: clusters
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Exemplo: cobertura de conjuntos
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Conceitos importantes



Conceitos importantes

Grafo Estrutura que representa relacionamento par-a-par entre objetos.

• Objetos = vértices do grafo
• Relação = arestas do grafo

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10
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Conceitos importantes

Análise de algoritmos Trata de provar que o algoritmo está correto e estimar o tempo de
execução que ele consome sem ter que efetivamente implementá-lo.

O tempo de execução de um algoritmo é escrito em função do tamanho da
entrada: número de passos básicos feitos.

Algoritmo eficiente tem tempo de execução descrito por uma função polinomial
(como n, n log n, n2, n100, . . . ).

Bem diferente de algoritmos com tempo exponencial (2n, 3n/2, . . . ).
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Conceitos importantes

Complexidade Para a maioria dos problemas de otimização combinatória provavelmente não
será possível encontrar algoritmos que

1. encontrem soluções ótimas,
2. em tempo polinomial,
3. para qualquer entrada.

Porque a maioria deles é NP-difícil ou NP-completo.

Saída: não exigir essas três coisas ao mesmo tempo!
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Conceitos importantes

Abordagens comuns De forma geral, são por

• algoritmos exatos,
• heurísticas / metaheurísticas,
• algoritmos de aproximação,
• parametrização.
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Algoritmos de aproximação

Um algoritmo A é uma α-aproximação para um problema de minimização se executa em
tempo polinomial e

custo(A(I)) ≤ αOPT (I)

para toda instância I.

Note que sempre vale
OPT (I) ≤ custo(A(I))
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Algoritmos de aproximação

Algumas dificuldades que encontramos:

• Não existe fórmula mágica – cada problema é um problema, apesar de algumas técnicas
gerais existirem.

• Encontrar estrutura para poder comparar com o valor da solução ótima

custo(A(I)) ≤ X ≤ · · · ≤ αZ ≤ αOPT (I) .

• Nem todo problema admite um algoritmo de aproximação.
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Problema do Caixeiro Viajante



Problema do Caixeiro Viajante (TSP)

Entrada: Grafo completo G e função c : E(G) → R≥0.
Solução viável: ciclo Hamiltoniano em G.
Função objetivo: soma dos custos das arestas do ciclo.
Objetivo: minimização.

É NP-difícil Karp [1972]
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Aquecimento

Considere que c : E(G) → {1, 2} e n = |V (G)|.

1: Função MinhaPrimeiraAproximacao(G, c)
2: Seja H = (v1, . . . , vn, v1) qualquer sequência de V (G)

3: Devolve H

c(H) =

n−1∑
i=1

c(vivi+1) + c(vnv1) ≤ 2n . (1)

OPT (G, c) ≥ n . (2)

c(H) ≤ 2OPT (G, c) . (3)
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Inaproximabilidade



Inaproximabilidade do TSP

Teorema
Para qualquer α > 1, não existe α-aproximação para o TSP, a menos que P = NP .
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Outras variações

• TSP Métrico: G completo, c : E(G) → R≥0 satisfaz desigualdade triangular.

• (1,2)-TSP: G completo, c : E(G) → {1, 2}.
• TSP Euclideano: vértices em R2 (ou Rd) e distância euclidiana.

• TSP Assimétrico: digrafo D, c : E(D) → R≥0.

• Path TSP: G completo, c : E(G) → R≥0 desig. triang., s, t ∈ V (G).

• Graph TSP / Graphic TSP: H conexo, w : R≥0.
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Aproximação para o TSP
Métrico



(3/2)-aproximação

1: Função Christofides(G, c)
2: T ←MST (G, c)

3: M ← emparelhamento mínimo perfeito nos vértices de grau ímpar de T

4: E ← trilha Euleriana em T +M

5: H ← ciclo hamiltoniano obtido com short-cuts em E
6: Devolve H

19
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(3/2)-aproximação

c(H) ≤ c(E) (4)
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(3/2)-aproximação

c(H) ≤ c(E) = c(T ) + c(M) (4)
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(3/2)-aproximação

c(H) ≤ c(E) = c(T ) + c(M) ≤ OPT (G, c) + c(M) . (4)

OPT (G, c) ≥ 1

2
c(M) . (5)

c(H) ≤ 3

2
OPT (G, c) . (6)
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TSP Métrico: the road so far

• Inaproximabilidade:
• 5381

5380
≈ 1, 000185874 Engebretsen [2003]

• 3813
3812
≈ 1, 000262329 Böckenhauer and Seibert [2000]

• 220
219
≈ 1, 00862069 Papadimitriou and Vempala [2006]

• 185
184
≈ 1, 005434783 Lampis [2014]

• 123
122
≈ 1, 008196721 Karpinski et al. [2015]

• Aproximações:
• ≈ 1978: 2 Vazirani [2001]

• 1976: 3
2
= 1, 5 Christofides [1976, 2022]

• 2021: 3
2
− ε aleatorizada Karlin et al. [2021]

• 2023: 3
2
− ε Karlin et al. [2023]
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Aproximações para o (1,2)-TSP



Observações sobre 2-fatores

22



(5/3)-aproximação

1: Função TourPatching(G, c)
2: F ←Min2Fator(G, c)

3: Enquanto há mais de um ciclo em F faça
4: sejam C1, C2 ∈ F

5: una C1 e C2 em um único ciclo C

6: F ← F \ {C1, C2} ∪ {C}
7: Devolve o ciclo H existente em F

23
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(5/3)-aproximação
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Tempo polinomial!
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União de ciclos de 2-fatores
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(5/3)-aproximação

c(H) ≤ c(F ) + 2
n

3
(7)

Porque F tem no máximo n/3 ciclos (triângulos).
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(5/3)-aproximação

c(H) ≤ c(F ) + 2
n

3
≤ c(F ) + 2

OPT (G, c)

3
. (7)

Porque n ≤ OPT (G, c).
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n
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OPT (G, c) ≥ c(F ) . (8)

c(H) ≤ 5

3
OPT (G, c) . (9)

5
3 ≈ 1, 667
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(4/3)-aproximação

1: Função TourPatchingGreedy(G, c)
2: F ←Min2Fator(G, c)

3: Enquanto há mais de um ciclo em F faça
4: sejam C1, C2 ∈ F escolhidos com preferência: ciclos com 2-aresta primeiro
5: una C1 e C2 em um único ciclo C (pelas 2-arestas, se houver)
6: F ← F \ {C1, C2} ∪ {C}
7: Devolve o ciclo H existente em F
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União de ciclos de 2-fatores
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(4/3)-aproximação

c(H) ≤ c(F ) +
n

3

≤ OPT (G, c) +
OPT (G, c)

3

=
4

3
OPT (G, c) .

4
3 ≈ 1, 333
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(5/4)-aproximação

Se todos os ciclos inicialmente têm ao menos 4 vértices . . .

c(H) ≤ c(F ) +
n

4

≤ OPT (G, c) +
OPT (G, c)

4

=
5

4
OPT (G, c) .

5
4 = 1, 25
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(11/9)-aproximação

30



(11/9)-aproximação

1: Função TourPatching2.0(G, c)
2: F ←Min2Fator(G, c)

3: B ← grafo bipartido em V (F ), V (G)

4: M ← emparelhamento máximo em B

5: D ← digrafo com V (D) = V (F ) e arcos de acordo com M

6: D′ ← subdigrafo de D com in-trees e P3’s
7: F ′ ← união de ciclos de F de acordo com D′

8: F ′′ ← união de ciclos restantes
9: Devolve o ciclo H existente em F ′′
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(11/9)-aproximação
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7: F ′ ← união de ciclos de F de acordo com D′

8: F ′′ ← união de ciclos restantes
9: Devolve o ciclo H existente em F ′′

Tempo polinomial!
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(11/9)-aproximação

c(H) ≤ c(F ) + custo atribuído a cada vértice pela união (10)

≤ OPT (G, c) +
2

9
n (11)

≤ OPT (G, c) +
2

9
OPT (G, c) (12)

=
11

9
OPT (G, c) . (13)

11
9 ≈ 1, 222

E se F não tem triângulos, c(H) ≤ 7
6OPT (G, c).

7
6 ≈ 1, 1667
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(1,2)-TSP: the road so far

• Inaproximabilidade:
• 5381

5380
≈ 1, 000185874 Engebretsen [2003]

• 741
740
≈ 1, 001351351 Engebretsen and Karpinski [2006]

• 535
534
≈ 1, 001872659 Karpinski and Schmied [2012]

• Aproximações:
• 1989: 7

6
≈ 1, 166666667 Papadimitriou and Yannakakis [1993]

• 2005: 65
56
≈ 1, 160714286 Bläser and Ram [2005]

• 2006: 8
7
≈ 1, 142857143, O(n9) Berman and Karpinski [2006]

• 2018: 8
7
, em tempo O(n3) Adamaszek et al. [2018]
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Resultados para outras
variações



Outras variações

• TSP Euclideano
• 1998: PTAS Arora [1998]

• TSP Assimétrico
• 1982: O(logn)-aproximação Frieze et al. [1982]

• 2014: O(logn/ log(logn))-aproximação Asadpour et al. [2017]

• 2020: 506-aproximação Svensson et al. [2020]

• 2022: (22 + ϵ)-aproximação Traub and Vygen [2022]

• 2013: Inaproximabilidade 75
74
≈ 1, 013513514 Karpinski et al. [2015]
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Outras variações

• Path TSP
• 1991: 5

3
≈ 1, 667 Hoogeveen [1991]

• 2012: 1+
√
5

2
≈ 1, 618 An et al. [2015]

• 2013: 8
5
= 1, 6 Sebö [2013]

• 2016: 1, 599 Vygen [2016]

• 2016: 1, 566 Gottschalk and Vygen [2018]

• 2016: 1, 53 Sebő and van Zuylen [2016]

• 2019: 1, 5 + ε Traub and Vygen [2019]

• 2019: 1, 5 Zenklusen [2019]

• 2013: Inaproximabilidade 123
122
≈ 1, 008196721 Karpinski et al. [2015]
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Alguns trabalhos meus mais
recentes relacionados



Steiner Multicycle Problem

Entrada: Grafo completo G, função c : E(G) → R≥0 que respeita desigualdade triangular e
coleção T ⊆ P(V (G)) de conjuntos (disjuntos) de terminais.
Solução viável: 2-fator em G que respeita T .
Função objetivo: soma dos custos das arestas dos ciclos.
Objetivo: minimização.
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coleção T ⊆ P(V (G)) de conjuntos (disjuntos) de terminais.
Solução viável: 2-fator em G que respeita T .
Função objetivo: soma dos custos das arestas dos ciclos.
Objetivo: minimização.

• Generalização do TSP

• 4-aproximação Pereira et al. [2018]

• Esquema de aproximação aleatorizado para o Euclideano Lintzmayer et al. [2020]

• 3-aproximação Fernandes et al. [2022]

• 11
9 -aproximação para o caso (1,2) Fernandes et al. [2022]

• O(log n)-aproximação para o caso assimétrico Fernandes et al. [2022]
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Flying Sidekick TSP (TSP com Drones)

Entrada: Grafo completo G, função cT : E(G)→ R≥0 e cD : E(G)→ R≥0.
Solução viável: rota para o caminhão com lançamentos do drone: sequência de operações
((r1, d1), (r2, d2), . . . , (rh, dh)).
Função objetivo: soma dos custos dos tempos das operações:

∑h
ℓ=1 max{t(rℓ), t(dℓ)}.

Objetivo: minimização.
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Função objetivo: soma dos custos dos tempos das operações:

∑h
ℓ=1 max{t(rℓ), t(dℓ)}.

Objetivo: minimização.

• Generalização do TSP

• Vários algoritmos exatos e heurísticas/metaheurísticas
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Obrigada!
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